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МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА
Распределение Гиббса
Вывод распределения Гиббса.
      Распределение Гиббса определяет вероятность обнаружить макроскопическое тело, находящееся в термодинамическом равновесии с окружающей средой, в состоянии с заданной энергией 
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.
6.1. Функция распределения Гиббса.
Задачей настоящего параграфа является нахождение явного вида функции распределения 
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      Эта функция описывает состояние макроскопического равновесного тела (подсистемы), помещенного в    окружающую среду (другую подсистему) и составляющего с этой средой замкнутую систему. 

                                                                                   Сформулируем предварительные договоренности, на которые        

[image: image1.wmf]e

                                                                              мы будем опираться, решая поставленную задачу.    

                                                                                   Предполагается, что взаимодействием тела с окружающей 

                                                                              средой в полном балансе энергий можно пренебречь. Тогда тело и

                                                                              окружающую среду можно считать квазинезависимыми 

                                                                              (квазизамкнутыми) подсистемами, и полная энергия замкнутой 

                                                                              системы определяется как
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                                                                               где 
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энергия тела, 
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энергия среды.     

                                                                                    Далее, пусть размер рассматриваемой подсистемы (тела)     

                                                                               значительно меньше размера всей системы. Тогда число частиц 
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 в полной системе и 
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 в малой подсистеме связаны соотношением: 
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      В макроскопических телах флуктуации энергии в состоянии равновесия малы (
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1

~

). Поэтому под энергией 
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 можно понимать её среднее значение 
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. Однако в дальнейшем, если это не может привести к недоразумениям, знак усреднения 
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 мы будем опускать, подразумевая, что для больших систем в состоянии равновесия рассматриваются их средние значения энергии.
Примечание: следует понимать, что, вообще говоря, для любой подсистемы мы не можем таким образом использовать среднее значение ее энергии, т.к. в качестве подсистемы можно выбрать и 1 молекулу, а тогда флуктуации энергии могут быть велики.
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Нас интересует вероятность 
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 такого состояния тела, при котором его энергия заключена в пределах от 
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, в то время как окружающая среда находится в равновесном макроскопическом состоянии со средней энергией 
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       Это состояние среды можно описать фазовым объемом 
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. Напомним, что среда подавляющую часть времени находится в состоянии с энергией вблизи её среднего значения, поэтому условие нормировки может быть записано как
                          
[image: image21.wmf](

)

(

)

1

=

DG

=

D

G

W

W

W

W

dW

d

W

r

r

,                          (6.2)
при этом статистический вес макроскопического состояния равен
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      Фазовый объем 
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 пропорционален числу способов, которыми энергия 
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 может быть распределена в окружающей подсистему среде. Так как тело и среда статистически независимы, то вероятность 
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 пропорциональна произведению фазового объема 
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, описывающего состояние тела, и фазового объема, характеризующего макроскопическое состояние окружающей среды 
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      Фазовый объем, отвечающий макроскопическому состоянию окружающей среды, можно выразить через её энтропию (5.42):
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Тогда можем записать
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Подставляя в (6.4), получаем
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Учтем, что тело составляет малую часть системы, т.е. 
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. Используя это условие, разложим энтропию среды 
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Ограничимся в разложении членом первого порядка по энергии 
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 (пренебрегая членами разложения более высокого порядка, мы совершаем ошибку порядка 
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) и используем выражение для температуры, полученное нами ранее в разделе «Термодинамика»:
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Тогда получаем
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Здесь 
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 энергия изучаемого тела, зависящая от координат и скоростей составляющих его атомов или молекул. Константа 
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 включает все постоянные, не зависящие от энергии подсистемы (в частности, 
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 и коэффициент пропорциональности). Постоянную 
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 можно найти из условия нормировки:
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Подставляя сюда (6.9), получаем:
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Сравнивая теперь выражение (6.9) для вероятности макроскопического состояния тела с энергией 
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получаем выражение для плотности вероятности - функцию статистического распределения, или распределение Гиббса: 
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      Формула (6.11) дает распределение вероятностей различных микроскопических состояний подсистемы, являющейся малой частью некоторой большой замкнутой системы. Это распределение было найдено Гиббсом в 1901 году.
      Используя распределение Гиббса, можно определить среднее значение физической величины, зависящей от координат и импульсов 
[image: image51.wmf](

)

q

p

f

f

,

=

:
                                                                
[image: image52.wmf](

)

ò

G

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

d

T

q

p

f

A

f

e

exp

,

 .                                                        (6.12)
6.2. Свободная энергия в распределении Гиббса.  

      Согласно (5.42) энтропия 
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 подсистемы связана с её фазовым объемом уравнением 

                                                                                 
[image: image54.wmf](

)

(

)

e

e

DG

=

a

S

ln

,

где, напомним, 
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размерный коэффициент пропорциональности. 

      Поскольку подсистема практически все время проводит в фазовом объеме 
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, то выполняется условие нормировки (5.38):

                                                                                       
[image: image57.wmf](

)

1

=

DG

e

e

r

.

Поэтому можем записать
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или, используя (6.11),
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Средняя энергия – это как раз то, что понимают под энергией (внутренней энергией тела) подсистемы в термодинамике, поэтому знак усреднения опускаем, а для энтропии далее пишем 
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     Выражение (6.13) перепишем в виде
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Вспоминая, что 
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т.е. нормировочная постоянная 
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 в распределении Гиббса определяется через свободную энергию 
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Тогда распределение Гиббса может быть записано в виде, в котором оно наиболее часто применяется
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Поскольку свободная энергия 
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 не зависит от скоростей и координат отдельных частиц подсистемы, то условие нормировки для функции (6.16) имеет вид
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откуда 
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Эта формула является наиболее важной для термодинамических применений распределения Гиббса, поскольку устанавливает связь термодинамической величины 
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 со статистическими характеристиками тела. Она, в принципе, позволяет вычислить термодинамические функции любого тела, если для него известна функция распределения по энергиям 
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6.3. Уравнение состояния идеального газа.

      Уравнение состояния идеального газа можно вывести, используя соотношение (6.18), выражающее свободную энергию через распределение Гиббса.

      Поскольку в идеальном газе нет взаимодействия между молекулами, его полная энергия определяется лишь кинетической энергией хаотического движения молекул. Поэтому выражение (1.17) можно переписать в виде
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Если в рассматриваемом объеме 
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 содержится 
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 молекул, то 
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Подставляя последнее соотношение в (6.19), имеем

                                                
[image: image76.wmf](

)

T

const

V

NT

ad

e

V

T

F

V

v

T

K

N

+

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

G

-

=

ò

-

ln

ln

.                             Записывая свободную энергию 
[image: image77.wmf]F

 в такой форме, мы подчеркиваем тот факт, что интеграл, стоящий в круглых скобках, не зависит от объема и при дифференцировании по объему рассматривается как постоянная величина.

      Из курса термодинамики известно, что 
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Тогда 
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      Т.о., мы получили уравнение состояния идеального газа – уравнение Менделеева-Клапейрона – из статистических соображений. 

6.4. Распределения по кинетическим и потенциальным энергиям.

      В классической физике полная энергия 
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где 
[image: image87.wmf](
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квадратичная функция импульсов (скоростей), а 
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функция координат системы, вид которой, вообще говоря, зависит от закона взаимодействия атомов между собой и от внешнего поля (потенциальной энергии во внешнем поле), если таковое имеется.

 При таком подходе элемент фазового объема можно представить в виде произведения двух элементов:
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где 
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 элемент фазового объема в пространстве импульсов (скоростей), 
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т.е. представляется в виде произведения двух независимых сомножителей:  
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      Это означает, что вероятность иметь определенные значения кинетической энергии никак не влияет на вероятность иметь одновременно какие-то значения потенциальной энергии. Поэтому вероятности 
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 должны удовлетворять независимым условиям нормировки для определения постоянных 
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 и 
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.
      Заметим, что такое разбиение на независимые распределения по кинетическим и потенциальным энергиям возможно лишь в классической физике. При квантовом рассмотрении задачи вероятности различных значений координат и импульсов оказываются связанными друг с другом соотношением неопределенностей. 
Распределение Максвелла по абсолютным значениям скорости.
6.5. Функция распределения по скоростям.

Пусть система состоит из большого числа невзаимодействующих молекул, и нет внешних полей, тогда мы интересуемся только вероятностью 
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где 
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      Каждую частицу можно рассматривать как квазинезависимую подсистему, поэтому фазовый объем системы распадается на произведение множителей, каждый из которых определяет фазовый объем для отдельной молекулы:   

                                                                               
[image: image102.wmf]...

...

2

1

×

G

×

×

G

×

G

=

G

i

p

p

p

p

d

d

d

d

,                                          (6.26)

а вероятность нахождения системы в состоянии с энергией 
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 равна
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      Поскольку все частицы одинаковы, то искомую вероятность можно записать в виде произведения:
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где величина 
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 – пропорциональна распределению вероятностей по абсолютным значениям скоростей для каждой отдельной молекулы, где
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 Элемент объема 
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       Итак, функция распределения по кинетическим энергиям для одной молекулы имеет вид:
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      Вероятность молекуле иметь кинетическую энергию в интервале от 
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      Вероятность молекуле иметь кинетическую энергию в интервале от 
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Фазовый объем, соответствующий кинетической энергии, лежащей в диапазоне от 
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Тогда вероятность того, что молекула будет иметь кинетическую энергию от 
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Иногда бывает удобнее определить ту же вероятность, записав её через возможные значения скоростей:
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Отметим, что температура 
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      Постоянную 
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Для вычислений используем известный табличный интеграл - интеграл Пуассона:
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Тогда, положив в (2.11) 
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Отсюда
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Окончательно получаем
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       Полученное выражение (2.14)  – распределение Максвелла по скоростям – определяет вероятность того, что скорость молекулы лежит в диапазоне значений от 
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      По поводу этого распределения Больцман писал: «Устанавливающееся само собой наиболее вероятное распределение, которое мы называем распределением Максвелла по скоростям (ибо он первый нашел для него математическое выражение в специальном случае), не соответствует какому-то особому состоянию, противопоставляемому бесконечно бо/льшему набору других состояний, соответствующих немаксвелловским распределениям. Скорее, напротив, для подавляющего числа возможных состояний характерно распределение Максвелла, и число возможных распределений скоростей, существенно отличающихся от максвелловского, исчезающе мало».

2.2. Свойства распределения Максвелла.
1). Вероятность, или лучше плотность вероятности 
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2.3. Характерные средние скорости.

1).Средняя скорость. По определению
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Замена переменных: 
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Далее интегрируем по частям (
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2). Средняя квадратичная скорость.

По определению:
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Вспомним, что
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   Здесь 
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И средняя квадратичная скорость равна  
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Используя (2.18), можно получить среднюю кинетическую энергию молекулы:
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                                                                                                       Приведенный рисунок иллюстрирует расположение 

                                                                                                 характерных скоростей 
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где
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 – фазовый объем подсистемы, состоящей из одной молекулы, равный в пространстве скоростей 
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      Тогда вероятность обнаружить молекулу со скоростями от 
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    Плотность вероятности 
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по скоростям в подсистеме из 
[image: image195.wmf]N

 молекул приведена на

рисунке. Для подсистемы, состоящей из одной молекулы,

максимум функции распределения довольно широк. Это 

отражает большой разброс в абсолютных значениях скоростей

молекулы. Одна (1!) молекула - подсистема, которая содержит

малое число частиц, поэтому флуктуации велики.

Для подсистемы из 
[image: image196.wmf]N

 частиц, напротив, функция 

распределения 
[image: image197.wmf](

)

V

N

r

имеет резкий максимум, ширина 

которого уменьшается как 
[image: image198.wmf]N

1

. 
      Фазовый объем 
[image: image199.wmf]K

d

G

 одной молекулы, соответствующий интервалу кинетических энергий 
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Тогда вероятность системе, состоящей из 
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 частиц, иметь кинетическую энергию от 
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                                                                        а соответствующая ей функция распределения 
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                                                                       как показано на рисунке, имеет резкий максимум при
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2.3. Распределение Максвелла по проекциям скорости.

      При экспериментальной проверке распределения Максвелла, как правило, регистрируются молекулы, летящие в одну сторону. Поэтому возникает практический интерес к определению составляющих скоростей молекул вдоль определенных направлений, например, вдоль оси 
[image: image208.wmf]x
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3.1. Распределение по проекциям скорости.

Воспользуемся микрораспределением, т.е. тем, что вероятность молекуле иметь определенную энергию равна произведению распределения Гиббса на соответствующий фазовый объем: 
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Подставляя кинетическую энергию одной молекулы 

, как и в предыдущем параграфе, рассмотрим фазовый объем, соответствующий элементу объема в пространстве скоростей: 
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. Тогда получаем распределение Максвелла, дающее вероятность того, что молекула имеет скорость, принадлежащую  диапазону значений проекций на оси координат: 
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      Эту вероятность можно представить в виде произведения: 
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где каждый из сомножителей представляет собой распределение Максвелла (1859 г.) для проекций скорости молекул. Так, распределение Максвелла по 
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                                                                                      Это распределение симметрично относительно начала    

                                                                                 координат и имеет максимум при проекции скорости 
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                                                                                 имеют одинаковую вероятность, поэтому наиболее  

                                                                                 вероятная проекция и средняя проекция скорости равны 

                                                                                 нулю 
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      Проиллюстрировав зависимость фазового объема от скорости, можно пояснить, почему наиболее вероятная проекция скорости равна нулю.

 Плотность фазовых точек наибольшая в центре системы координат:   
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                                                                        В распределении по абсолютным значениям скорости элементарный

                                                                  фазовый объем растет с увеличением абсолютного значения 

                                                                  скорости:
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                                                                   Поэтому, как мы уже отмечали, максимум функции распределения по   

                                                                   скоростям 
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      Функция распределения 
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, как следует из (3.4), не зависит от 

величины элементарного фазового объема 
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  Качественная зависимость функции распределения 
[image: image232.wmf](

)

x

V

r

 от температуры 
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      Для подсистемы, состоящей из 
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 молекул, вероятность того, что рассматриваемая подсистема обладает кинетической энергией 
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      Это распределение справедливо для любой системы с произвольным взаимодействием между молекулами, подчиняющейся законам классической физики.

3.2.  Средняя кинетическая  энергия на одну поступательную степень свободы

Вычислим среднюю энергию, приходящуюся на одну степень свободы поступательного движения молекулы, т.е. сосчитаем 
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 - долю кинетической энергии, относящуюся к движению по оси 
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Так как
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Итак, кинетическая энергия, приходящаяся на одну степень свободы, равна “половинке” 
[image: image245.wmf]kT

, причем 

                                                                       
[image: image246.wmf]k

z

y

x

kT

W

W

W

2

1

=

=

=

                                                       (3.10)

Тогда среднее значение полной энергии равно
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3.3.  Число ударов молекул о единицу поверхности стенки в единицу времени (плотность потока частиц).

   Пусть 
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Т.о., плотность потока частиц 
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или, учитывая, что 
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3.4. Давление, оказываемое термодинамически равновесным газом на стенку.
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         интеграл 
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       Тогда 
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3.5. Вероятность найти частицу со скоростью в интервале 
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      Приведенные в таблице данные позволяют сделать практически полезный вывод о том, что при вычислениях, проводимых для интервалов, превышающих 
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, можно интегрировать в пределах от 
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, сохраняя высокую точность вычислений.

2.4. Экспериментальная проверка распределения Максвелла.

4.1. Опыты Штерна.

Одним из первых экспериментальных подтверждений распределения Максвелла по скоростям были опыты Ричардсона (1921), который изучал явление термоэлектронной эмиссии с поверхности металла в вакуум. В состоянии равновесия над поверхностью металла образуется электронный газ, в котором электроны при высокой температуре 
[image: image284.wmf]T

 имеют максвелловское распределение по скоростям (при малых плотностях или концентрациях электронный газ подобен классическому газу).

Впервые прямое измерение скоростей атомов в газовом пучке выполнил О. Штерн (1888-1969) в 1920 г.          

                                                          Платиновая нить 
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, покрытая серебром, располагалась вдоль оси    
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                                                   (961.9 оС), которое интенсивно испарялось. Атомы серебра, проходя через    

                                                   узкую диафрагму 
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, осаждались на охлаждаемой внутренней поверхности 

                                                   цилиндра, давая резкое изображение щели 
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 в виде полоски 
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                                                   расположенной в одной плоскости с нитью 
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 и щелью 
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. Когда вся система приводилась во вращение, наблюдалось смещенное в 
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 и размытое изображение щели 
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, указывающее на то, что атомы серебра в пучке движутся с разными скоростями.

      Тогда расстояние 
[image: image295.wmf]S

 между изображениями  
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 и 
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 вдоль вогнутой поверхности цилиндра определяется как 
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угловая скорость вращения цилиндра, 
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его радиус, а ( - время прохождения атомами серебра расстояния 
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 от щели до поверхности цилиндра: 
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скорость атомов серебра.   

      Тогда 
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      Поскольку разброс скоростей атомов серебра велик, речь может идти только о некоторой средней скорости. При температуре нити около 
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 Штерн получил значения скоростей атомов серебра в интервале 
[image: image306.wmf]640
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 м/с, близкие к значению средней квадратичной скорости (
[image: image307.wmf]584

 м/с), вычисленной по формуле (2.18) для данной температуры. Т.о., результаты опытов Штерна находятся в качественном согласии с выводами теории Максвелла.

4.2.  Усовершенствованные опыты Штерна.

      Элдридж (1927 г.) и Ламмерт (1926-1929), используя идею опытов Штерна, сконструировали селекторы скоростей, работавшие на принципе зубчатого колеса, с помощью которого в середине прошлого столетия Физо измерил скорость света, и изучали распределение атомов по скоростям. Дальнейшее усовершенствование схемы опыта – Миллер и Куш (1955). Несколько иной метод изучения распределения – Цартман. 

      Все проведенные опыты оказались в прекрасном согласии с максвелловским законом распределения скоростей. 

2.5. Распределение Максвелла-Больцмана. Распределение Больцмана.

5.1. Распределение Максвелла-Больцмана
В начале настоящей главы мы установили, что для классической подсистемы её энергия может быть представлена в виде суммы двух независимых слагаемых: 
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поскольку кинетическая энергия есть функция импульсов (скоростей) частиц, а потенциальная энергия - функция координат. Поэтому вероятность для подсистемы находится в состоянии с энергией 
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Используя распределение Гиббса, мы можем записать, что вероятность молекуле находиться в состоянии с энергией 
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Выраженное таким образом распределение вероятностей для одной частицы называется  распределением Максвелла-Больцмана.
Средняя энергия, приходящаяся на колебательную степень свободы. Закон Дюлонга и Пти.

Распределение Максвелла-Больцмана позволяет получить теплоемкость твердых тел при высоких температурах 
[image: image313.wmf]T

, при которых применимо классическое описание.

Равновесное состояние кристалла – периодическое расположение атомов в пространстве. Однако, атомы не находятся в покое, они совершают малые тепловые колебания относительно положений равновесия. Рассмотрим колебания, совершаемые атомом вдоль оси 
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где 
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масса атома, 
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 упругая постоянная. Статистическое описание атомов с энергией 
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 можно дать с помощью распределения Максвелла-Больцмана, которое для одного осциллятора имеет вид:
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Здесь 
[image: image320.wmf]A

 - нормировочная постоянная, выражаемая через произведение 2-х постоянных: 
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      Сосчитаем среднюю энергию осциллятора, совершающего колебания вдоль оси 
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Выше, используя интеграл Пуассона, мы получили
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      Итак, на одну колебательную степень свободы приходится энергия 
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. Из расчета видно, что первое слагаемое 
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 возникает при усреднении кинетической энергии колебательного движения, а второе слагаемое 
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 обусловлено потенциальной энергией колебательного движения.

Здесь мы окончательно доказали теорему о равномерном распределении энергии по степеням свободы, согласно которой на каждую колебательную степень свободы приходится энергия 
[image: image332.wmf]T

 (ранее было показано, что на поступательную или вращательную степени свободы приходилось по 
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Если представить колебательное движение атомов в кристалле в виде совокупности независимых движений вдоль трех ортогональных осей 
[image: image334.wmf]z

y

x

0

,

0

,

0

, то средняя энергия колебаний атома равна
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а для тела, состоящего из 
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 атомов:
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      Если рассматривать 1 моль вещества, то 
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где температура 
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 измеряется в Кельвинах.

Эта энергия играет роль внутренней энергии в термодинамике, поэтому молярная теплоемкость 
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 твердого тела при постоянном объеме оказывается равной
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      Т.о., мы пришли к правилу, которое было установлено опытным путем  и получило название закона Дюлонга и Пти:  

      Молярная теплоемкость всех твердых тел при высоких температурах (
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5.2. Распределение Больцмана.

      Пусть интересующая нас подсистема (газ) находится во внешнем поле, в котором потенциальная энергия молекулы 
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 есть функция только её координат (например, гравитационное поле).

      Основываясь на соотношении (5.1), т.е. в силу независимости событий иметь определенные значения как кинетической, так и потенциальной энергий, можно рассмотреть отдельно распределение частиц во внешнем поле 
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что дает вероятность нахождения частицы в объеме 

 вблизи точки с координатами 
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Пусть 
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полное число молекул в подсистеме. Так как 
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то число молекул в элементе пространственного объема  
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Смысл множителя 
[image: image352.wmf]NB

 легко установить, если ввести число частиц в единице объема, т.е. концентрацию частиц (плотность числа частиц):

                                                                    
[image: image353.wmf]T

z

y

x

U

z

y

x

NBe

z

y

x

n

dxdydz

dN

)

,

,

(

,

,

)

,

,

(

-

=

=

                                                (5.5)

Тогда, очевидно, что произведение 
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 равно плотности числа частиц в точках, где 
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Полученная формула носит название распределения Больцмана.

Примечание: если отсчет идет от точки, где 

, тогда распределение Больцмана имеет вид:
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Примеры применения распределения Больцмана.

1). Распределение частиц в сосуде по высоте в однородном поле тяжести (

).

Для Земли поле тяжести может считаться однородным для небольших высот 
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Тогда получаем известную барометрическую формулу Больцмана:
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Здесь 
[image: image364.wmf]m

 - молярная масса газа, 
[image: image365.wmf]R

 - универсальная газовая постоянная. Воспользовавшись связью между концентрацией газа и давлением, получаем барометрическую формулу Больцмана в виде:
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Концентрация частиц убывает с высотой, причем концентрация более тяжелых частиц убывает с высотой быстрее. Это создает подъемную силу (для более легких объектов - воздушные шары).

Для более высоких температур распределение высотой становится более равномерным (см. рисунок). При этом полное число частиц сосуде N постоянно:
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 Здесь 
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площадь сечения сосуда, а 
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 и потенциальная энергия 
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Таким образом, концентрация молекул растет с радиусом.

3). О распределении молекул в атмосфере планет.

Потенциальная энергия молекул равна: 
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 и в равновесном состоянии получаем следующее распределение:
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Однако, если бы это распределение было справедливо на всех расстояниях от планеты, то при 
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 мы бы получили 
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Т.е. получаем конечное число для концентрации на бесконечности, что невозможно, т.к. объем вокруг планеты бесконечен, а общее число молекул в атмосфере конечно. Получаем, что равновесие возможно лишь при 
[image: image375.wmf]0
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, т.е. атмосфера не должна быть в равновесии.

Отсюда вывод: невозможность существования равновесного состояния планетной атмосферы. Это связано с тем, что разность потенциальной энергии молекулы в поле тяготения планеты на поверхности и на бесконечности остается конечной.
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